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土质边坡极限平衡状态及临界滑动面的判定方法 
 
刘晓宇，赵  颖，刘  洋，李世海 
(中国科学院 力学研究所，北京  100190) 
 
摘要：开展边坡失稳判据及临界滑动面确定方法的理论与数值实现研究。应用分叉理论的研究成果，证明满足关
联流动法则的理想弹塑性材料，在平面应力或平面应变条件下的失稳模式为应变局部化模式，由此类材料构成的
边坡模型的失稳过程为局部带渐进扩展过程。基于以上证明，提出局部化带贯通判据，认为表征边坡整体失稳的
充要条件是局部化带在边坡内部的完全贯通。基于数值模拟，发展一种局部化带路径追踪技术，根据每个增量时
步土体单元的局部化状态信息，通过后处理显式追踪局部化带的形成、扩展、汇合直至贯通的过程，直观、方便
地判断边坡的极限平衡状态，同时确定临界滑动面的位置。并开展强度折减和位移加载算例研究，验证局部化带
贯通判据及数值实现方法的适用性。 
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DETERMINATION METHOD OF LIMIT EQUILIBRIUM STATE AND 
CRITICAL SLIP SURFACE OF SOIL SLOPE 
 
LIU Xiaoyu，ZHAO Ying，LIU Yang，LI Shihai 
(Institute of Mechanics，Chinese Academy of Sciences，Beijing 100190，China) 
 
Abstract：The present contribution is concerned with theoretical and numerical issues in finite element slope 
stability analysis. In the theoretical part，instability phenomena of slope material are studied within the framework 
of bifurcation theory. It is proved that strain localization not only is a ubiquitous feature of elastoplastic 
geomaterials，but also is the unique instability mode of the elastic-perfectly plastic material with an associative 
flow rule under plane strain and plane stress conditions. The shear band coalescence criterion is proposed，which 
argues that slope failure occurs when smaller size shear bands coalesce into a dominant shear band which 
completely divides the slope into two parts. In the numerical implementation part，a strategy for tracking the 
localization band path is presented. By tracking the initiation，growth and coalescence of localization zones in 
terms of the localized state of all soil elements at each time step，the limit equilibrium state can be directly judged；
and the critical slip surface can be simultaneously determined. Finally，the feasibility and reliability of the 
proposed criterion are validated by strength reduction and over-loading examples. 
Key words：slope engineering；slope stability；elastoplastic model；bifurcation theory；instability criterion；
critical slip surface 
 
 
1  引  言 
 
土质边坡稳定性分析是岩土工程领域中的经典
问题之一，传统的方法是采用极限平衡方法[1]。近
年来，弹塑性数值计算方法逐步被推广应用[2-3]，该
类方法采用弹塑性本构模型计算边坡的应力场和位
移场，通过过载、强度储备等方式使边坡达到失稳
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破坏阶段，最终获得评价边坡稳定性的各类指标，
如安全系数等。与极限平衡方法相比，数值方法考
虑变形协调条件及土体本构关系，可以模拟边坡渐进
破坏过程，能够更好地适用于各种复杂工况。 
当采用数值方法进行土质边坡稳定性分析时，
判定边坡极限平衡状态及确定临界滑动面空间位置
至关重要。目前，判断边坡失稳破坏的标准(失稳判
据)主要有 3 种：(1) 数值解非收敛判据[3]，以静力
平衡计算不收敛作为边坡整体失稳的标志；(2) 塑
性区贯通判据[4]，以塑性区或某一幅值的等效塑性
应变由坡脚至坡顶贯通作为边坡整体失稳的标志；
(3) 位移突变判据[5]，以土体内某些点的应变和位移
发生突变且无限发展作为边坡整体失稳的标志。确
定临界滑动面空间位置的方法包括：(1) 绘制临界
平衡态边坡的变形图、塑性应变等值线图、干扰能
量图[4]；(2) 搜寻临界滑移线或其他滑移路径中安全
系数最小的路径[6]。 
上述边坡失稳判据及临界滑动面确定方法在工
程应用中存在一些不足之处，突出表现在：(1) 各
种失稳判据之间、失稳判据与滑动面确定方法之间
缺乏内部关联。如，数值解非收敛、位移突变等判
据虽然能够判别边坡失稳，但无法确定滑面位置；
塑性区云图、等效塑性应变等值线图虽然可以给出
滑面位置，但贯通的塑性区或等效塑性应变区的出
现并不一定意味着边坡的整体破坏。(2) 各种失稳
判据缺乏客观、量化指标。如，非收敛指标的定义、
临界塑性应变幅值的确定、突变特征点的选取都没
有严密理论指导，分析结果易受人为因素影响。 
究其原因，笔者认为是由于上述失稳判据和滑
面确定方法更多地依靠边坡失稳的表观现象，而缺
乏对边坡内部破坏机制的认识与挖掘。近年来，郑
宏和刘德富[7]已开始这方面的研究。基于分叉理论，
本文提出整个土质边坡的破坏实质上是局部化带逐
渐扩展过程，表征边坡整体失稳的充要条件是局部
化带在边坡内部的完全贯通。在数值实现方面，发
展了一种局部化带路径追踪技术，根据每个增量步
土体单元的局部化状态信息，通过后处理显式追踪
局部化带的扩展路径，判断边坡极限平衡状态并给
出临界滑动面的位置。并给出强度折减和超载算例，
与现有失稳判据进行比较，验证了局部化带贯通判
据的适用性。 
 
2  土体材料的弹塑性本构模型 
 
在土质边坡力学模型中，土体材料的力学行为
通常采用弹塑性本构模型进行描述。该模型将土体
看作一个率无关的连续体，满足小变形假定条件。
其本构方程的一般表达式为 
: D                     (1) 
式中： 为应力张量； 为应变张量；D 为材料切
线刚度张量，在弹性(E)和塑性(P)加载条件下的表
达式分别为 
e
e e e
                                     (E)  
1 ( : ) ( : )   (P)  
A
   
D
D
D D g f D
    (2) 
其中， 
F f  ，
G g  ，
e: ( : )A H  f D g   (3) 
式中： eD 为四阶弹性刚度张量；F 和 G 分别为屈
服函数和塑性势；H 为广义塑性模量，在硬化、理
想塑性或软化情况下分别为正值、零或负值。当满
足条件： 
0F  ，且 : ( : ) 0f D  ＞           (4) 
土体材料处于塑性加载，否则为弹性加载。 
 
3  土体材料的稳定及分叉理论 
 
土质边坡力学模型的整体失稳是以土体单元的
失稳为前提条件。为判定整个边坡的稳定性，首先
需要判定每个土体单元的稳定状态及其失稳模式。
目前，主要有 3 种分叉理论用于判定土体单元内材
料的稳定性。 
3.1 一般分叉理论 
一般分叉理论[8]认为，材料发生失稳的必要条
件是材料的二阶功率为 0，即 
: 0                     (5) 
或者，材料切线刚度张量的对称部分失去正定
性，即 
s: ( : ) 0D                  (6) 
其中， 
s T1 ( )
2
 D D D  
由于一般分叉的发生是以材料的二阶功率或刚
度矩阵正定性为判定标准的，由式(5)或(6)给出的一
般分叉判据有时亦称为二阶功率正定性判据。本文
中，将一般分叉发生时的临界硬化模量记为 bcrH 。 
3.2 极限点分叉理论 
一般分叉理论常用于分叉区域内、外部应力率
都不为 0 的情况，而极限点分叉理论则仅考虑极限
点处出现零应力率情况。该理论[9]认为，材料发生
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失稳的必要条件是材料的应力率为 0，即 
: 0D                  (7) 
或者，材料的切线刚度张量奇异，即 
det( ) 0D                (8) 
由于极限点分叉的发生是以材料的刚度矩阵奇
异性为判定标准的，由式(7)或(8)给出的极限点分叉
判据有时亦称为切线刚度张量非奇异性判据。本文
中，将极限点分叉发生时的临界硬化模量记为 lcrH 。 
3.3 不连续分叉理论 
不连续分叉理论[10]认为，材料的失稳方式表现
为由原先光滑、连续化的变形模式转变为一种以剧
烈变形狭窄条带(有时亦称为局部化带或剪切带)形
式出现的、高度局部化的变形模式。当材料出现剧
烈变形的局部化带时，位移率在跨越局部化带时保
持连续，而位移梯度率出现间断(见图 1)，即 
[ ] 0        u u u          (9) 
式中：上标“+”和“－”分别表示带状区域的正表
面和负表面， u 表示位移梯度率，[ ]表示间断。
利用 Maxwell 相容性条件，位移梯度率和相应的应
变率间断可分别表示为如下形式： 
[ ]   u m n                (10a) 
1[ ] ( )
2
   m n n m         (10b) 
式中：n 为局部化带的单位法向量，m 代表局部化
带两侧区域相对速度的方向。由于应变局部化发生
时，局部化带两侧保持平衡，且处于塑性加载状态： 
[ ] [ ] ( :[ ]) 0     n n n D           (11) 
 
图 1  土体中的位移梯度率不连续性 
Fig.1  Discontinuity of displacement gradient rate in a soil  
body 
 
联立式(10a)，(10b)，可导出： 
( ) 0   n D n m              (12) 
考虑到 m 具有任意性，通过式(12)可推导出土
体材料发生失稳的不连续分叉条件： 
det( ) det( ) 0   Q n D n           (13) 
式中：Q 定义为材料的局部化张量，有时亦称为声
学张量。 
由于材料局部化张量出现零特征值代表材料控
制方程椭圆性丧失，由式(13)给出的不连续分叉判
据有时亦称为控制方程椭圆性判据。本文中，将不
连续分叉发生时的临界硬化模量记为 dbcrH 。 
对于非关联流动法则的弹塑性本构模型，材料
的局部化张量是非对称的。N. S. Qttosen 等[11-12]提
取局部化张量的对称部分，提出了控制方程强椭圆
性判据，即 
s 0  n Q n               (14) 
其中， 
s T1 ( )
2
 Q Q Q  
将材料控制方程强椭圆性丧失时的临界硬化模
量记为 secrH 。 
3.4 4 种分叉判据的比较 
从应用范围上讲[13]，一般分叉判据和极限点分
叉判据具有通用性，可同时用于材料的弥散性分叉
(材料的失稳不以明显的不连续带的出现为标志)和
局部化分叉问题。椭圆性判据和强椭圆性判据可看
作一般分叉判据的特例，只适用于材料的局部化分
叉问题。 
从失稳时间上讲[11-13]，一般分叉判据给出的材
料失稳条件要早于极限点分叉判据和椭圆性分叉判
据，即 
b l
cr crH H≥ ， b dbcr crH H≥          (15) 
强椭圆性分叉给出的材料失稳条件也要早于椭
圆性分叉判据，即 
se db
cr crH H≥              (16) 
特别地，在平面应力和平面应变条件下，对于
服从关联流动法则的材料，D. Bigoni 和 H. Tomasz[14]
证明 4 种分叉判据给出的材料失稳条件重合，即 
l b db se
cr cr cr cr0 H H H H            (17) 
因此，下文将研究范围限定于平面应力或平面
应变问题，并要求土体材料服从关联流动法则。在
此研究范畴内，4 种分叉判据给出的材料失稳条件
严格重合，土体单元的失稳模式必然是不连续分叉
模式，采用不连续分叉理论可准确判定土体单元的
稳定性。同时，式(17)表明，当选用理想弹塑性模
型进行边坡稳定性分析时，土体单元无需发生软
化，其力学行为发展至一定阶段后，必然发生不连
续分叉。例如： 
n
 u   


m
 
－ 
－
 
 u  
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(1) 对于服从 Mohr-Coulomb 准则的土体单元，
其屈服函数和塑性势为 
1 3 1 3
1 1( ) ( )sin ccos 0
2 2
F G             (18) 
式中： 1 ≥ 2 ≥ 3 (拉应力为正)，为摩擦角，c
为黏聚力。N. S. Ottosen 和 K. Runesson[11]证明此类
土体单元的塑性屈服与局部化分叉同时到达。 
(2) 而对于服从 Drucker-Prager 准则的土体单
元，其屈服函数和塑性势为 
1 2
1 1 2 3
2 2 2
2 1 2 1 3 2 3
0
[( ) ( ) ( ) ] / 6
F G I J
I
J
 
  
     
              
 (19) 
式中：，均为材料参数。杨 强等[15-17]推导了平
面应变条件下发生不连续分叉的条件为 
2 2 12 / 3 0J I              (20) 
由式(20)可以看出，遵循 DP 准则的土体单元
发生塑性屈服时，其声学张量通常并不奇异。因
此，此类土体单元发生局部化分叉的时间要晚于其
到达塑性屈服的时间。 
 
4  边坡模型的极限平衡状态和临界
滑面 
 
在平面应力或平面应变条件下，服从关联流动
法则的土质边坡的破坏过程是一个土体单元不断发
生不连续分叉的、渐进失稳的过程。由于边坡内材
料的非均匀性、初始弱面的存在以及非均匀分布的
荷载与边界约束，边坡内部的应力场始终是不均匀
的，一些应力集中单元率先发生失稳，出现局部化
带。随着外部荷载的增加、材料强度的减小以及土
体单元失稳后释放载荷在边坡内部的转移和调整，
新的局部化带不断形成，已有的局部化带继续扩展、
汇合，直至在坡体内部完全贯通。此时，处于局部
化带的土体单元沿其局部化带滑移方向除承担与其
强度相适应的载荷之外，已无能力承担附加荷载。因
此，任何微小的扰动都可能导致滑体沿连续贯通的局
部化带发生大变形，最终引发边坡模型的整体失稳。 
因此，本文建议将局部化带由坡底至坡顶的完
全、连续贯通时刻定义为土质边坡力学模型的极限
平衡状态，将局部化带的贯通路径定义为边坡模型
的临界滑动面。与现有的边坡失稳判据相比，局部
化带贯通准则具有以下特点： 
(1) 局部化带贯通准则可以解释边坡失稳时各
种表观现象发生的机制。例如： 
① 数值解非收敛现象。局部化带的出现标志着
土体单元的控制方程发生奇异。当边坡内出现由坡
底贯通至坡顶的局部化带时，整个边坡结构的边值
问题也将出现病态，从而导致传统的数值求解器在
允许迭代次数内常常无法收敛。 
② 塑性带贯通现象。由于局部化带的出现只有
在土体单元处于塑性状态时才有可能发生，局部化
带的贯通也必然意味着塑性带的贯通。另一方面，
对于不服从 Mohr-Coulomb 屈服准则的土体单元，
局部化总是在塑性屈服后出现，这类边坡发生塑性
带贯通不代表局部化带的贯通。 
③ 位移突变现象。当土体单元内出现局部化
带时，该单元在局部化带滑移方向上无法承担附加
荷载。继续施加荷载力或降低其材料强度，土体单元
在局部化带滑移方向上将发生剧烈变形，位移呈现流
动性。 
(2) 局部化带贯通准则根据局部化带路径来判
定局部化带贯通状态，在判定边坡模型失稳状态的
同时，也确定了边坡模型的临界滑动面，实现了极限
平衡状态判定方法与临界滑动面确定方法的统一。 
 
5  数值实现 
 
根据局部化带贯通准则，只要准确地捕捉到局
部化带扩展过程，边坡模型的极限状态和滑动面可
同时确定。在数值实现时，这要求在每个增量步计
算结束后，先确定发生不连续分叉的土体单元及其
局部化方向，然后在后处理部分依据这些信息追踪
局部化带路径。为此，需要解决以下关键技术。 
5.1 不连续分叉条件求解技术 
对于任意二维弹塑性模型，本文采用 M. Ortiz
等[18]给出的计算方法求解不连续分叉条件(式(19))，
用以确定发生不连续分叉的土体单元。该方法将
22 阶的局部化张量Q 展开为 
4
24
3
213
2
2
2
122
3
11
4
10)det( nannannannana Q  (21) 
其中， 
0 1111 1212 1112 1211
1 1111 1222 1111 2212 1112 2211 1122 1211
2 1111 2222 1112 1222 1211 2212 1122 1212
1122 2211 1212 2211
3 1112 2222 1211 2222 1122 2212 1222 2211
4 1212
       
a D D D D
a D D D D D D D D
a D D D D D D D D
D D D D
a D D D D D D D D
a D D
 
   
    

   
 2222 2212 1222D D
 
 
                                       (22) 
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式中：n1，n2均为局部化带单位法向量的分量；D1111
等为材料切线刚度张量的各分量。 
设 n1 = cos，n2 = sin (其中， 为局部化带单
位法向量与 x 轴方向的夹角)，代入式(21)中，可得 
4 3 2
4 3 2 1 0( ) 0f x a x a x a x a x a          (23) 
其中， 
x = tan 
为适于数值实现，将式(23)重新写为如下形式： 
 
4 3 2
4 min 3 min 2 min 1 min 0 tol 
( 2 )
a x a x a x a x a h  
   
 ≤   (24) 
式中：，为 Lame 常数，用于归一化函数；htol为
局部化容差；xmin 为一元三次方程 f(x)的解，可由盛
金公式直接获得解析解。 
如果满足式(24)，则土体单元发生不连续分叉。 
对于服从 Mohr-Coulomb 准则的理想弹塑性
体，塑性屈服与局部化分叉同时到达，单元的局部
化状态可直接通过核查土体单元是否进入塑性屈服
来判定。满足不连续分叉条件的解有 2 个，它们与
第一主应力 1 方向所成的夹角 1 为 
1 ( / 4 / 2)                  (25) 
对于服从Drucker-Prager准则的理想弹塑性体，
式(19)已给出土体单元发生局部化的解析解。为便
于数值实现，本文将式(19)重新写为 
tol2 1
2
/ 3 2I h
J
   ≤         (26) 
如果满足式(26)，则土体单元发生不连续分叉。 
满足不连续分叉条件的解也有 2 个，它们与第
三主应力 3 的方向所成的夹角2为 
1 2 21
2
3 2 2
( ) 2 (1 )
tan
( ) 2 (1 )
s s J
s s J
     

          
   (27a) 
其中， 
s1=1－I1/3，s2=2－I1/3，s3=3－I1/3   (27b) 
式中：为泊松比。 
5.2 局部化方向选取技术 
由式(23)，(25)和(27)可以看出，满足不连续分
叉条件的解并不唯一，至少同时存在 2 组可能的局
部化方向，需要从候选解中选择有物理意义的局部
化模式。目前，主要采用 2 类标准： 
(1) 第一类标准采用“沿实际局部化带切线方
向，绝对位移率分量最大”原则选取局部化方向[17]。
其数学表达式为 
( )
max[ ]  
，m n
n u m
 
               (28) 
式中： u 为土体单元出现局部化时刻的位移增量；
m 为候选局部化带的切向量，与法向量 n成 90°。 
(2) 第二类标准采用“沿实际局部化带切线方
向，瞬时位移梯度最大”原则选取局部化方向[19]。
其数学表达式为 
( )
max[ ( ) ]    
m n
n m u n
 
 
，
          (29) 
J. Mosler[20]证明对于关联模型，第一类标准与
最大耗散功等效。因此，在后文的算例中，将采用
第一类标准确定土体单元的局部化方向。 
5.3 局部化带路径追踪技术 
将某一时刻边坡模型中局部化带路径定义为无
厚度的曲线集合{Si}，位于 Si 上的材料点不仅处于
应变局部化状态，而且局部化方向均与这条曲线相
切(见图 2)。理论上，当已知时刻 t 边坡模型中每个
局部化材料点的坐标 x 及其局部化向量 m(x，t)时，
追踪局部化带路径可以通过数学上构造包络于向量
场 m(x，t)的曲线簇的方式来实现。然而，由于数值
模型采用有限单元覆盖整个边坡，单元积分点(高斯
点)的应力代表该积分区域平均应力值，因此无法获
取单元域 e 内每个材料点的局部化信息，而只能
得到 e 内平均局部化切向量 m(e)(x，t)x e(见
图 3)。在这种情况下，单纯依靠数学方法无法构造
唯一的局部化带路径，需要辅助其他物理条件。 
 
 
图 2  由局部化材料点构成的局部化带路径 
Fig.2  Localization path composed of localized material points 
 
 
图 3  局部化的土体单元及其局部化方向 
Fig.3  Localized soil elements and those localization directions 
 
为此，依照局部化带扩展的物理历程，提出了
一种追踪时刻 t 边坡模型内部局部化带路径的算
法。该算法的输入数据为在时刻 t 处于应变局部化 
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状态的所有单元的相关信息，包括这些单元在时刻
t 的局部化切向量集合{m(e)}，以及每个单元历史上
首次满足局部化条件的时间集合{t(e)}。具体算法流
程如下： 
第一步：读入所有局部化单元信息，并按局部化
时间先后顺序对它们排序。历史上首次满足局部化条
件早的单元排在局部化晚的单元前面，即 t(e1)≤…≤
t(en)。其中，en 为所有局部化单元的数目。 
第二步：循环按时间排序后的局部化单元，完
成操作： 
(1) 在单元 e 内追踪一条线段 L。存在 2 种情
况： 
情况 1：新局部化带的形成。当单元 e 的边界
 e= (i1)… (in)，尚未与其他局部化路径相交
时，单元 e 内的追踪线段 L 通过 e 的中心，沿 m(e)
方向，分别终止于单元 e 的第 i1 条边 (i1)和第 i2 条
边 (i2)上(见图 4(a))。此时，将在单元 e 内形成一条
新的局部化带路径 Sdn+1，追踪线段归属于路径 Sdn+1。
其中，in 为单元 e 的边数，dn 为未追踪 e 前已存在
的局部化带路径总数。 
 
    
       (a) 新局部化带的形成          (b) 局部化带的扩展 
 
(c) 局部化带的汇合 
图 4  追踪单元 e 内的局部化带 L  
Fig.4  Tracking a localization band L in element e 
 
情况 2：如果单元 e 的 im 条边 (i1)， (i2)，…，
 (im)分别与已存在的局部化路径 Si1，Si2，…，Sim相
交于交点 O(i1)，O(i2)，…，O(im)，选择任意交点 O(i1)
作为起始点，沿 m(e)方向生成一条试探线段，该线
段将终止于 e的第 ij 条边(ij)上。此时，存在 2 种
可能：① 局部化带的扩展。当 (ij) (i1)… (im)
时，该试探线段为单元 e 内的追踪线段 L(见图 4(b))，
局部化带路径 Si1扩展至单元 e 内，追踪线段归属于路
径 Si1。② 局部化带的汇合。当 (ij) (i1)… (im) 
时，该试探线段不是单元 e 内的追踪线段，单元 e
内的追踪线段 L 将分别连接 (i1)和 (ij)上的交点 O(i1)
和 O(ij)(见图 4(c))。局部化带路径 Si1和 Sij将在单元
e 内汇合成为同一条路径，并且追踪线段 L 归属于
这一汇合路径。 
(2) 沿追踪线段将单元 e 分解为 2 个子单元 es1
和 es2，分别继承单元 e 与邻居单元间的拓扑信息，
并代替单元 e。同时，将子单元 es1 和 es2 定义为局
部化子单元，继承单元 e 的局部化切向量 m(e)，将
子单元 es1 和 es2 中位于追踪线段上的节点定义为路
径节点，用追踪线段所属的局部化带路径编号标记。 
(3) 按局部化子单元生成的时间顺序，依次循
环所有子单元，核查每个子单元的边界  e s  =  
 (is1)…  (isn)是否与已存在的局部化路径相交。
如果子单元 es 边界与局部化路径相交，则表明局
部化带将在子单元 es 内部继续扩展。存在 2 种情况： 
情况 1：选择其中的任意交点 O(is1)作为起始
点，沿 m(e)方向生成一条试探线段，该线段将终止
于 es 的第 isj 条边 (isj)上。此时，存在 3 种可能：
① 局部化带的扩展。当 (isj) (is1) … (ism)，且  
 (isj)上不含有路径节点时，该试探线段是子单元 es
内的追踪线段 L(见图 5(a))。此时，局部化带路径
Sis1将扩展至子单元 es 内，追踪线段归属于路径 Sis1。
② 局部化带的汇合。当 (isj) (is1) … (ism)时，
该试探线段不是子单元 es 内的追踪线段，子单元
es 内的追踪线段 L 将分别连接 (is1)和 (isj)上的交点
O(is1)和 O(isj)(见图 5(b))。此时，局部化带路径 Sis1和
Sisj 将在子单元 es 内汇合成为同一条路径，并且追
踪线段归属于这一汇合路径。③ 局部化带的汇合。
当 (isj)上含有路径节点时，该试探线段不是单元 es
内的追踪线段，单元 es 内的追踪线段 L 将分别连接
交点 O(is1)和路径节点(见图 5(c))。此时，局部化带
路径 Sis1 和路径节点所在的局部化带路径将在子单
元 es 内汇合成为同一条路径，并且追踪线段归属于
这一汇合路径。 
情况 2：沿追踪线段将子单元 es 分解为 2 个子
单元 ess1 和 ess2，分别继承 es 与邻单元间的拓扑 
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         (a) 局部化带的扩展          (b) 局部化带的汇合 
 
(c) 局部化带的汇合 
图 5  追踪子单元 es 内的局部化带 L  
Fig.5  Tracking a localization band L in subelement es 
 
信息，并代替 es。同时，将子单元 ess1 和 ess2 定
义为局部化子单元，继承 es 的局部化切向量 m(es)，
将子单元 ess1和 ess2中位于追踪线段上的节点定义
为路径节点，用追踪线段所属的局部化带路径编号
标记。 
(4) 核查子单元循环过程中是否发生局部化带
路径扩展或汇合情况。如果有，转回步骤(3)。如果
没有，转回步骤(1)，对下个单元进行操作。 
第三步：当完成所有局部化单元操作后，核查
追踪的局部化带路径贯通情况。当某条路径的一端
位于边坡模型的坡角位置，另一端位于坡顶位置
时，整个边坡结构已处于极限平衡状态，该局部化
带路径为临界滑动面。 
 
6  算例验证 
 
为验证方法的可行性，分别采用强度折减和位
移加载方式，开展 2 类土质边坡的极限状态及临界
滑动面位置数值分析。土体材料均为理想弹塑性材
料，屈服准则为平面应变条件下 Mohr-Coulomb 结合
DP 准则(DP4 准则)。采用笔者自主开发的有限元程
序对 2 个算例进行计算，平衡迭代方法为牛顿法，
收敛准则为位移收敛准则，位移模允许误差为
51.0 10 。 
(1) 算例 1：强度折减 
采用赵尚毅等[3，21]中均质土坡算例：坡高 H = 
20 m，坡角 = 26.57°，杨氏模量 E = 100 MPa，泊
松比 = 0.3，容重 = 20 kN/m3，黏聚力 c = 10 kPa，
内摩擦角 = 20°。边坡左、右两侧边界为法向约束，
底边为双向固定约束。边坡几何尺寸及网格划分如
图 6 所示。采用强度折减方法，按照 c/，tan/
方式不断折减土体材料强度参数，直至边坡发生失
稳破坏，其中，为折减系数，其初始值设定为 1.0，
然后逐渐增大。 
 
图 6  算例 1 边坡几何尺寸及网格划分 
Fig.6  Geometry and mesh for slope in example 1 
 
折减系数 = 1.350，1.380 和 1.384 时，边坡内
部等效塑性应变和局部化带扩展路径的变化情况
如图 7 所示。由图 7 可以看出，局部化带的扩展总
是伴随着塑性云图的扩展，但局部化区域要比塑性
云图的范围小得多，集中于边坡的局部破坏区域，
这有助于识别边坡的破坏位置。此外，局部化带扩
展路径还揭示了强度折减条件下均质土坡的破坏演
化过程，即，先是第一条主裂纹自坡脚往上发展，
接着是第二条主裂纹由坡顶向下发展，最后是 2 条
主裂纹在坡体中上部(即锁固段)发生汇合。局部化
带扩展路径所含信息可以为评价边坡所处破坏状
态，为开展相关的工程治理措施提供理论依据。 
 
 
 
 (a) 折减系数 = 1.350 
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 (b) 折减系数 = 1.380 
  
(c) 折减系数 = 1.384 
图 7  不同折减系数工况下边坡内部等效塑性应变云图 
及局部化带扩展路径 
Fig.7  Nephograms of equivalent plastic strain and localization  
band path under different reduction factors 
 
折减系数从 1.0 增大至 1.4 过程中，量纲一的位
移 Emax/(H2)的变化情况如图 8 所示。其中，max
为边坡到达收敛条件时刻的最大节点位移。由图 8
可以看出，局部化带的贯通必然导致位移突变点的出
现，即局部化带贯通是位移突变的充分条件。并且，
在局部化带贯通时刻过程中，通过采用减少步长，
增加迭代步数等技术，使得数值解一直都能够达到
收敛。这说明使用不同的求解器、不同的迭代算法
及不同的收敛准则，数值解出现不收敛的时刻并不
一致。因此，采用数值解非收敛性判别边坡极限平
衡状态具有一定的人为性。对比而言，采用局部化
带的贯通判据，不仅可以判定边坡的极限平衡状态，
而且还可以判别数值解的正确性。当出现数值解非
收敛但局部化带尚未贯通情况，表明边坡并未处于
整体破坏状况，数值解的不收敛必定因为其他因素
所导致，此时数值解并非真解。 
 
图 8  折减系数与无量纲位移间关系 
Fig.8  Strength reduction factor vs. dimensionless  
displacement 
 
(2) 算例 2：位移加载 
采用 R. A. Regueiro 等[22-23]中均质土坡算例：坡
高 H = 10 m，坡角 = 45°，杨氏模量 E = 10 MPa，
泊松比 = 0.4，容重 = 20 kN/m3，黏聚力 c = 20 
kPa，内摩擦角 = 30°。边坡右侧边界为法向约束，
底边为双向固定约束。除重力载荷 G 外，边坡在坡
顶承受竖直向下位移 u 作用，F 为竖向位移 u 产生
的竖向反力。重力载荷通过初始应力场体现，所产
生的位移不计入竖向位移 u 中。边坡几何尺寸及网
格划分如图 9 所示。 
 
 
图 9  算例 2 边坡几何尺寸及网格划分 
Fig.9  Geometry and mesh for slope in example 2 
 
竖向位移 u = 0.08，0.13 和 0.14 m 时，边坡内
部的等效塑性应变和局部化带扩展路径的变化情
况如图 10 所示。竖向反力 F 与竖向位移 u 曲线如
图 11 所示。由图 10，11 可以看出，在 u = 0.11 m
时局部化带即出现贯通，而此时局部化带扩展路径
和 F-u 曲线均显示边坡还远未到达极限平衡状态。
由于采用位移加载条件，边坡内部位移在加载过程中
一直不会发生突变。而笔者通过调节竖向位移增量步
长，数值解非收敛现象在求解过程中也一直没有出
现。因此，塑性区贯通、位移突变和数值解非收敛 
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   折减系数 
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(a) 竖向位移 u = 0.08 m 
 
(b) 竖向位移 u = 0.13 m 
 
(c) 竖向位移 u = 0.14 m 
图 10  不同竖向位移荷载工况下边坡内部的等效塑性 
应变云图及局部化带扩展路径 
Fig.10  Nephograms of equivalent plastic strain and localization  
band path under various footing displacement loadings 
 
图 11  竖向反力–竖向位移曲线 
Fig.11  Vertical force-vertical displacement curve 
 
等判据均不适用于判定该边坡的极限平衡状态。 
图 10 中的局部化带扩展路径清晰地描述了竖
向位移 u 作用下边坡破坏演化过程，而图 11 中的
F-u 曲线也显示出局部化带贯通时刻即为竖向反力
F 到达峰值的时刻。因此，局部化带贯通判据不仅
能够准确判定该边坡的极限平衡状态，而且可以同
时确定其临界滑动面的位置。 
 
7  结  论 
 
在分叉理论框架下，开展土质边坡模型失稳机
制研究，证明在平面应力或平面应变条件下，满足
关联流动法则的理想弹塑性材料在进入塑性屈服后
的特定时刻，必将发生不连续局部化失稳模式。基
于以上理论，提出了局部化带贯通判据，认为表征
边坡整体失稳的充要条件是局部化带在边坡内部的
完全贯通。基于数值模拟，发展了一种局部化带路
径追踪技术，根据每个增量步土体单元的局部化状
态信息，在后处理中追踪局部化带的扩展路径，判
断边坡极限平衡状态，并给出临界滑动面的位置。
算例结果表明，采用局部化带贯通判据，通过追踪
局部化带扩展路径，不仅能够清晰地描述边坡在各
种加载条件下其内部主裂纹形成、扩展、汇合直至
贯通的破坏演化全过程，而且可以准确地判定边坡
到达极限平衡状态的时刻。 
另一方面，对于不处于平面应力或平面应变条
件，或不满足关联流动法则的土质边坡，土体材料
在发生不连续局部化失稳模式前，理论上存在发生
弥散性失稳模式的可能性。在此情况下，局部化带
贯通判据存在不适用的可能性。 
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